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9. ELEKTROMAGNETSKO POLJE � ELIJE 

 
 

Koriste� i saznanja do kojih se došlo istra�ivanjem tzv. unutrašnjih struja � elije 
(poglavlje 7.), te uz poznavanje karakteristika vodi� a u vanjskom dijelu strujnog kruga � elije 
(poglavlje 8.), mogu� e je pristupiti detaljnom istra�ivanju vektora gusto� e magnetskog toka, 
te njegovih manifestacija izazvanih prvenstveno interakcijom s vektorom gusto� e elektri� ne 
struje u teku� im fazama unutar katodnog korita � elije. Prvi korak u tome predstavlja 
prora� unavanje intenziteta i smjera, odnosno svih komponenti, vektora magnetske indukcije 
na karakteristi� nim mjestima (to� kama) teku� ih metala i elektrolita, koje se generiraju od svih 
strujnih staza u i oko � elije, uklju� ivši tu susjedne � elije (prednju i stra�nju) u istom redu, kao 
i cijeli susjedni red � elija.  
 
 
 

9.1.  METODE IZRA � UNA MAGNETSKE INDUKCIJE 
 
 

U prora� un se ulazi uz pretpostavku prosje� no stacionarnog tehnološkog hoda � elije s 
tipi� nim stanjem bo� ne zamrzline elektrolita i sa stabilnim fizikalnim karakteristikama 
teku� ih faza u katodnom koritu. Vodi� i elektri� ne struje se grupiraju u dvije skupine. Jednu 
skupinu � ine vodi� i, � iji je presjek dosta malen u odnosu na njihovu du�inu i koji se zbog toga 
mogu, za praksu prihvatljivo, nadomjestiti sa svojom osi, u kojoj je koncentrirana njihova 
ukupna jakost struje (jednodimenzionalni vodi� i). Drugu skupinu � ine masivni vodi� i velikog 
presjeka i male du�ine (ugljena anoda, elektrolit, teku� i metal, ugljena  katoda), za koje va�i 
efekt volumena i kod kojih se nehomogenost strujne raspodjele ne mo�e zanemariti.  

 
Magnetsko polje, od svakog vodi� a posebno, prora� unava se u svim zadanim to� kama 

fluida u � eliji, gdje se vrijednosti magnetskog polja od svih vodi� a vektorski zbrajaju. Poznato 
je da takav postupak vrijedi za magnetska polja proizvedena u vakuumu ili u homogenom 
izotropnom mediju, bez obzira na kompleksnost konfiguracije vodi� a.  

 
Za prora� un magnetskog polja, odnosno magnetske indukcije, od 

jednodimenzionalnih vodi� a, koristimo se odnosima danim na Sl.9.1. Vodi�  je definiran sa 
svojom kona� nom du�inom i s prostornom dispozicijom, koji se karakteriziraju s 
koordinatama P1 (x1 , y1 , z1 ) po� etka (ulaz struje) i P2 (x2 , y2 , z2 ) kraja vodi� a (izlaz struje), 
te s protjecanom jakoš� u struje. Magnetska indukcija )P(B 0

�
 se prora� unava u P0 (x0 , y0 , z0 ), 

to� ki teku� e faze u � eliji, prema poznatoj Laplace-ovoj formuli 23):  
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gdje je Bd

�
 infinitezimalna promjena magnetske indukcije u to� ki P0 , nastala uslijed elementa 

vodi� a ld
�

 protjecanog sa strujom I(P).  
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Sl.9.1. Jednodimenzionalni vodi�  u referentnom prostoru 
 
 

Ukupna magnetska indukcija u P0 dobije se integriranjem po du�ini vodi� a relacije 
(9.1.):  
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Apsolutna vrijednost od )P(B 0

�
 iz prednje relacije iznosi: 
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Du�ine l, r1 i r2 , suglasno slici 9.1., ra� unaju se prema relacijama:  
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a stavljaju� i 41) , da je 
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dobivamo:  
 

�  koordinate od Pn , presjecišta okomice iz to� ke P0 na vodi�  P1P2 : 
 

xn = x1 + k . (x2 – x1) 
yn = y1 + k . (y2 – y1)                                                                       (9.6.), 
zn = z1 + k . (z2 – z1) 

 
�  vrijednost udaljenosti  a  izme� u to� aka P0 i Pn : 

 
a2 = (x0 – xn)

2 + (y0 – yn)
2 + (z0 – zn )

2                                            (9.7.), 
 

�  te kosinuse kutova  � 1 i � 2 : 
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Rješenjem integrala iz relacije (9.3.), dobivamo: 
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Uvrštenjem relacija (9.8.) u prednji izraz, zatim uzevši da je I(P) = I = const, te 

ure� enjem, imamo:  
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Uvo� enjem konstante 
I
I

� =  izra� unava se vektor: 

 

  0121 PP x PP�V ×=
�

                                                                                      (9.10.) 
 
s komponentama: 
 
  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]10121012x yyzzzzyy�V -×---×-×=  

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]10121012y zzxxxxzz�V -×---×-×=                                     (9.11.) 

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]10121012z xxyyyyxx�V -×---×-×=  
 

Budu� i da je vektor V
�

 orijentiran jednako kao i B
�

, uvodi se faktor proporcionalnosti:  
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pa se sada mogu izra� unati i komponente magnetske indukcije: 
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  Bx = h . Vx  ,  By = h . Vy  ,  Bz = h . Vz                           (9.13.) 
 

U specijalnom slu� aju, koji va�i za Fe-katodne šine, kada je I1 = 0, relacija (9.9.) 
poprima oblik 41) :  
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Za objašnjenje na� ina prora� una magnetske indukcije od masivnog vodi� a slu�i 

Sl.9.2., gdje prikazani masivni vodi�  ima oblik paralelopipeda, � ije su sve stranice paralelne s 
nekom od koordinatnih ravnina.  
 

 
 
 Sl. 9.2. Masivni vodi�  sa stranicama paralelnim s koordinatnim ravninama 
 
 

I kod ra� unanja magnetske indukcije od masivnog vodi� a, polazi se od Laplace-ove 
relacije:  
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koja se mo�e transformirati u: 
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gdje su: 
 

Jx , Jy , Jz = komponente vektora gusto� e struje )P(J
�

 
rx , ry , rz   = komponente vektora r

�
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=k,j,i
���

 ortovi koordinatnih osi x, y, z 
Vektor r

�
 ima komponente iznosa: 

 
rx = x0 - x ,   ry = y0 - y ,   rz = z0 - z                                                                       (9.17.), 

 
te apsolutnu vrijednost: 
 

 ( ) ( ) ( )[ ]2
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2
0

2
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0 zzyyxxr -+-+-=                                                                     (9.18.) 

 
Relacije (9.15.) i (9.16.) su op� enite, pa one mogu poslu�iti za bilo koji 

trodimenzionalni vodi� . Ali ako je os vodi� a paralelna s nekom od koordinatnih osi, mogu� a 
su izvjesna pojednostavljenja prora� una, koji su ina� e vrlo kompleksni. Zato uvodimo 
sljede� e veli� ine:  
 

lx , ly , lz  = dimenzije vodi� a 
S = presjek vodi� a, okomito na njegovu os 
I1 , I2 = ulazna i izlazna struja kod P1 odnosno P2 

S
I

J , 
S
I

J 2
2

1
1 ==  = ulazne i izlazne gusto� e struje 

 
Ako je pak vodi�  protjecan konstantnom jakoš� u struje, tada je I1 = I2 = I, odnosno J1 

= J2 = J.  
 

Prema Sl.9.2., odnosno za vodi�  � ija je os paralelna s osi z, odre� uju se koordinate 
krajnjih to� aka PA i PB velike dijagonale, koje se nalaze na ulaznom odnosno izlaznom 
presjeku vodi� a, preko koordinata to� aka P1(x1,y1,z1) i P2(x2,y2,z2):  
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 2B1A zz   , zz ==  
 

Navedene koordinate predstavljaju ustvari granice integriranja u izrazu (9.16.). Da bi 
se riješio taj trostruki integral, potrebno je uzeti novi koordinatni sistem P0XYZ s centrom u 
to� ki P0 (X0 Y0 Z0 ), za koji � e vrijediti:  
 
 X = x – x0      XA = xA –x0       XB = xB –x0 
 
 Y = y – y0      YA = yA –y0       YB = yB –y0                                                           (9.20.) 
 
 Z = z – z0      ZA = zA –z0       ZB = zB –z0 
 

Ako se sada najprije u relaciju (9.16.) unesu vrijednosti date izrazom (9.17.), a zatim i 
izrazi (9.20.), dolazi se do relacija za iznose komponenti magnetske indukcije od masivnog 
vodi� a paralelnog s osi Z:  
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( ) 0PB 0z =  

 
Kada je rije�  o masivnom vodi� u paralelnom s osi X, tada bi bilo Bx(P0) = 0, dok bi 

By(P0) = 0 vrijedilo za vodi�  paralelan s osi Y.  
 
Rješavanje integrala iz relacije (9.21.) vrlo je kompleksno, pa se ni�e daje samo 

kona� ne rezultate 41): 
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( ) 0PB 0z =                                                                                                                          (9.22.) 
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U prednje rezultate, zbog preglednosti, uvedene su konstante: 
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koje imaju i zna� ajan geometrijski smisao. One naime predstavljaju udaljenosti to� ke P0 od 
osam vrhova (uglova) paralelopipednog vodi� a.  
 

Premda nije a priori o� igledno, strogi matemati� ki dokaz je izveden 41), po kojem 
relacije (9.22.) za prora� un magnetske indukcije od masivnog vodi� a vrijede i za to� ke P0 
koje pripadaju samom masivnom vodi� u. A to je upravo slu� aj fluida u � eliji (kupka, metal), 
� ija je elektromagnetska hidrodinamika predmet ovog istra�ivanja.  
 
 
 
 9.2. IZRA� UN I ANALIZA STRUKTURE MAGNETSKOG POLJA � ELIJE 
 
 

Da bi rezultati istra�ivanja MHD efekata u � eliji bili što vjerodostojniji, potrebno je 
opredijeliti se za mre�u to� aka (P0) u metalu i elektrolitu. Gusto� a tih to� aka treba biti 
dovoljna za osiguranje zadovoljavaju� eg kontinuiteta izme� u rezultata susjednih to� aka, ali ne 
i pretjerana, da ne izazove potrebu prevelikog vremenskog anga�iranja rada kompjutora, bez 
bitnog pove� anja vjerodostojnosti rezultata.  

 
Po popre� noj osi x odabrano je 9 to� aka s korakom od � x = 0,37 m, a na uzdu�noj osi 

y, 21 to� ka uz razmak me� u njima od � y = 0,375 m. Time se dobila mre�a od 189 to� aka, 
koja pokriva aktivnu površinu � elije od 22,2 m2. U sloju metala prosje� ne debljine od 30 cm, 
mre�a se postavlja u njegovoj sredini, t.j. na z = 0,15 m, dok je takva ista mre�a postavljena u 
sredini sloja elektrolita u me� upolnom razmaku, što odgovara ordinati z = 0,33 m.  
 

Na � eliji ima ugra� enih 279 raznih strujnih staza, odnosno vodi� a (slike 5.1., 5.2., 5.4., 
7.1., 7.18., 8.1.), koji su prete�no od aluminija, a tamo gdje radna temperatura prelazi 
temperaturu taljenja aluminija, vodi� i su od �eljeza. Postoji i masivni vodi� , kojeg 
predstavljaju ugljene anoda i katoda, te teku� i metal i elektrolit. Dakle, ukupno ima 280 
vodi� a po � eliji koji su grupirani u skupine uglavnom prema njihovoj poziciji na � eliji.  

 
U svakoj od 189 to� aka u metalu i isto toliko u kupki, dakle u svakoj od 378 to� aka, 

potrebno je izra� unati komponente magnetske indukcije od svakog vodi� a � elije. No broj tih 
prora� una se utrostru� uje, jer treba u navedenim to� kama odrediti komponente indukcije još i 
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od dviju susjednih � elija (stra�nje i prednje), te od susjednog reda � elija, kojeg supstituiramo 
samo jednim vodi� em u osi tog reda  � elija, protjecanog ukupnom jakoš� u struje elektrolize.  
 

Dakle, potrebno je izvršiti (3 x 280 + 1) x 189 x 2, odnosno 317.898 pojedina� nih 
izra� una prema relacijama (9.13.), odnosno (9.22.). To nam najbolje ilustrira zašto se prije 
uvo� enja široke primjene elektroni� kih ra� unala, op� enito � elije nisu mogle optimalno 
projektirati, što naravno va�i i za razmatranu � eliju.  
 
 
 
 

 
 
 

Sl. 9.3. Pregled datoteka vodi� a i kroz njih protjecanih elektri� nih struja, te pregled 
odgovaraju� ih magnetskih indukcija 
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Za svaki od 280 vodi� a u � eliji utvr� ene su ugradbene koordinate P1(x1,y1,z1) na 
mjestu ulaza struje, kao i koordinate P2(x2,y2,z2) na mjestu izlaza struje iz vodi� a. Te 
koordinate, zajedno s intenzitetom protjecane struje za svaki vodi� , unijete su u datoteke, 
formirane po grupama vodi� a. Vodi� i prednje i stra�nje susjedne � elije imaju iste vrijednosti 
za y i z koordinate, dok im je x koordinata ve� a, odnosno manja za 6,3 m respektivno, u 
odnosu na prou� avanu � eliju.  
 

Izradio sam programski paket "EL-MHD" za elektroni� ko ra� unalo, pomo� u kojeg se 
preko algoritama, baziranih na odgovaraju� im matemati� kim modelima, mogu istra�ivati sve 
manifestacije MHD efekata na odvijanje tehnološkog procesa u � eliji.  

 
Tabela IV 
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Tabela V 

 
 
Polaze� i od datoteka koordinata vodi� a (Sl.9.3.), korištenjem spomenutog 

programskog paketa, formirane su zasebne datoteke izra� unatih komponenti magnetske 
indukcije u metalu (z = 0,15 m) i u kupki (z = 0,33 m) od svake skupine vodi� a. Isto tako 
formirane su i zbirne datoteke prema klasifikaciji vodi� a na one koji generiraju tzv. fiksno 
magnetsko polje i na ostale iz vanjskog dijela strujnog kruga � elije, � iju je me� usobnu 
konfiguraciju mogu� e mijenjati, utje� u� i time na MHD efekte u � eliji.  
 

Na fiksno magnetsko polje � elije utjecati prakti� ki ne mo�emo, jer je ono posljedica 
onih vodi� a protjecanih elektri� nom strujom, � ija je lokacija unaprijed fiksirana na onim 
dijelovima � elije, koji se prema dosadašnjim saznanjima ne mogu mijenjati.  
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Tabela VI 

 
 
U Tabelama IV - VI su dati podaci iz datoteke B-CE-SUM.015, koja sadr�i 

komponente indukcije ukupnog magnetskog polja � elije. 
  
Izvjesna nesimetrija u raspodjeli uzdu�ne magnetske indukcije By kod maksimalnih 

negativnih vrijednosti osi y, posljedica je nesimetri� ne izvedbe bo� nih vodi� a, odnosno (Sl. 
8.1.) smještaja strujne grane od 15 kA ispod vanjskog � ela � elije (nasuprot susjednom redu), 
� ime se djelomi� no kompenzirao utjecaj susjednog reda � elije, koji generira uglavnom 
vertikalnu komponentu indukcije istog smjera po cijeloj površini  � elije, izazivaju� i 
najnepovoljnije vrtlo�enje metala (model R-1.1.).  
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Anex-dijagram, dijagr-9.1. 
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Anex-dijagram, dijagr-9.2. 
 
Prednja dva dodana dijagrama plasti� no uprizoruju vrijednosti iz prednje Tabele VI, tj. 
prostornu raspodjelu vertikalne magnetske indukcije Bz , koja se smatra najodgovornijom za 
pojavu negativnih MHD efekata u � eliji. 
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U Tabelama VII i VIII su dane prosje� ne vrijednosti vertikalne magnetske indukcije 
Bz po � etvrtinama i cijeloj površini � elije, kako u metalu (z = 0,15 m) tako i u kupki (z = 0,33 
m). Ozna� avanje pojedinih dijelova površine � elije izvršeno je prema slici 9.7.  

 
 

 
 

 
  Sl. 9.7. Shema ozna� avanja dijelova površine � elije 
 
 

Iz Tabele VII jasno proizlazi, da prakti� ki cijela Bz iz fiksnog polja � elije (datoteka B-
INDFIX.015) potje� e od susjednog reda � elija (B-SUSRED.015). Izvjesnu vrijednost od Bz 
proizvode i katodne Fe-šine (B-KASKST.015 i B-KASPST.015), kao i vlastita polja prednje i 
stra�nje � elije (B-VLPSUC.015), ali je rije�  o indukciji relativno slabog intenziteta i 
naizmjeni� no razli� itog smjera po � etvrtinama površine � elije, pa se ista na nivou cijele 
površine algebarski anulira.  
 

Vodi� i iz vanjskog dijela strujnog kruga � elije imaju kao osnovnu funkciju, 
provo� enje elektri� ne struje izme� u � elija. Od vodi� a nastalo magnetsko polje unutar � elije, 
nije mogu� e izbje� i, ali se njihovim prikladnim rasporedom mo�e umanjiti intenzitet Bz 
proistekle od fiksnog polja. Me� utim, i tu postoje ograni� enja uslijed potrebe za 
minimiziranjem investicijskih troškova izgradnje elektrolize.  
 

Ipak razmatrani tip � elije, zahvaljuju� i spomenutoj djelomi� noj kompenzaciji 
susjednog reda � elija, te niskoj vertikalnoj koti njenih vodi� a u odnosu na sloj metala u koritu, 
ima ukupnu srednju vrijednost (B-CE-SUM.015) vertikalne indukcije u iznosu od Bz = 12,2 . 
10-4 T , što je dosta ni�e od uobi� ajenih vrijednosti (20-22.10-4 T), koje se ostvaruju kod 
drugih � elija istog tipa.  
 

U elektrolitu (Tabela VIII) su vrijednosti indukcije Bz vrlo bliske onima u metalu, što 
je i razumljivo s obzirom na to da vertikalni razmak mre�a ispitnih to� aka u metalu i kupki 
iznosi svega 	 z = 0,33 - 0,15 = 0,18 m. A to je ipak mala udaljenost u odnosu na gabarite 
� elije i na udaljenosti vodi� a od teku� ih faza u katodnom koritu.  

 
 


